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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèß ïîñâßùåíà èññëåäîâàíèþ îäíî-
çíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè è ïîâåäåíèß ðåøåíèé âòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è äëß îäíîãî êëàññà íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òè-
ïà
Lut = b(x, t)u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Q, (0.1)
ãäå Lu = div(k(x, t)∇xu)− c(x, t)u, â íåöèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòßõ, èç-
ìåíßþùèõñß ñ âîçðàñòàíèåì âðåìåíè (ò.å. ïðîåêöèß ñå÷åíèß îáëàñòè
Q ïëîñêîñòüþ {t = τ} íà ïëîñêîñòü {t = 0} çàâèñèò îò τ ).
Èññëåäîâàíèå ïîäîáíûõ óðàâíåíèé â ïåðâóþ î÷åðåäü ñâßçàíî ñ èñ-
ñëåäîâàíèåì çàäà÷ ãèäðîìåõàíèêè, ôèçèêè ïëàçìû, ôèçèêè àòìîñôå-
ðû 1. Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëß óðàâíåíèß âèäà (0.1) â èçìåíßþ-
ùèõñß ñî âðåìåíåì îáëàñòßõ èñïîëüçóþòñß ïðè ïîñòàíîâêå íåêîòîðûõ
çàäà÷ ãèäðîìåõàíèêè 2, òåîðèè òåïëîìàññîïåðåíîñà 3 è äð.
Äàííîå èññëåäîâàíèå íàõîäèòñß íà ñòûêå ñðàâíèòåëüíî íîâîãî íàó÷-
íîãî íàïðàâëåíèß òåîðèè íåêëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè  óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà (óðàâíåíèé, íåâûðîæäåííûõ îòíî-
ñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè) è òåîðèè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷
äëß ðàçëè÷íîãî òèïà óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â íåöèëèíäðè÷å-
1Ìàñëîâ Â.Ï.,Ìîñîëîâ Ï.Ï. Óðàâíåíèß îäíîìåðíîãî áàðîòðîïíîãî ãàçà.-Ì.:Íàóêà.-1990.-216ñ.
2Ïîëóáàðèíîâà-Êî÷èíà Ï.ß. Òåîðèß äâèæåíèß ãðóíòîâûõ âîä.- Ì.: Íàóêà.- 1997.- 457 ñ.
3Ìàñëîâ Â.Ï., Äàíèëèí Â.Ã., Âîëîñîâ Ê.À. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ òåïëî-
ìàññîïåðåíîñà. Ýâîëþöèß äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð.- Ì.: Íàóêà.- 1987.- 352 ñ.
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ñêèõ îáëàñòßõ.
Ìíîãîîáðàçèå àñïåêòîâ, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñß çàäà÷è Êî-
øè äëß ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñîñëàâøèñü íà ðàáîòû Ã.Â. Äåìèäåíêî, Ñ.Â. Óñïåíñêîãî, A. Favini,
A. Yagi, È.Â. Ìåëüíèêîâîé, À.È. Êîæàíîâà, Â.Í. Âðàãîâà, Ã.À. Ñâè-
ðèäþêà, Â.Å. Ôåäîðîâà è ìíîãèõ äðóãèõ. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ (x, t)
èç öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè QT = Ω0 × [0, T ].
Íåöèëèíäðè÷åñêèå îáëàñòè øèðîêî ïðèìåíßþòñß ïðè ïîñòàíîâêå
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëß ðàçëè÷íîãî òèïà óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâ-
íåíèé â òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè 4, ðàçðàáîòêå òåïëîâîé çàùèòû êîñ-
ìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ 5, ýêîëîãèè è ìåäèöèíû 6 è äðóãèõ. Èññëåäîâàíèþ
òàêîãî ðîäà çàäà÷ è ðàçðàáîòêå îáùèõ ïðèíöèïîâ èõ èçó÷åíèß ïîñâß-
ùåíû ðàáîòû Ì. Æåâðå, È.Ã. Ïåòðîâñêîãî, J.L. Lions, C.Ã. Êðåéíà,
Ë.È. Êàìûíèíà, Â.Ï. Ìèõàéëîâà, G. Da Prato, J. Ferreira, Í.À. Ëàðü-
êèíà è ìíîãèõ äðóãèõ.
Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà â èçìåíßþùèõñß ñî âðå-
ìåíåì îáëàñòßõ â íàñòîßùåå âðåìß îñòàåòñß ìàëî èçó÷åííîé òåìîé,
4Êàðòàøîâ Ý.Ì., Ïàðòîí Â.Ç. Äèíàìè÷åñêàß òåðìîóïðóãîñòü è ïðîáëåìû òåðìè÷åñêîãî óäà-
ðà // Èòîãè íàóêè è òåõíèêè, ñåð. Ìåõ-êà äåôîðì. òâ. òåëà.-Ì.:ÂÈÍÈÒÈ.-1991.-Ò.22.-Ñ.55-127.
5Ìàëîâ Þ.È., Ìàðòèíñîí Ë.Ê. Ðàçîãðåâ îáîëî÷êè ïðè íàëè÷èè òåðìè÷åñêîãî ðàçðóøåíèß
íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè // Èçâ. Âóçîâ, cåð. Ìàøèíîñòð-å,- 1989.- 1.- Ñ.52-56.
6ÌèòðîïîëüñêèéÞ.À., Áåðåçîâñêèé À.À., Ïëîòíèöêèé Ò.À. Çàäà÷è ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè
äëß íåëèíåéíîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèß â ïðîáëåìàõ ìåòàëëóðãèè, ìåäèöèíû, ýêîëîãèè //
Óêð. ìàò. æóðíàë.- 1992.- Ò.44, 1.- Ñ.67-75.
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êîòîðàß ïðåäñòàâëßåòñß àêòóàëüíîé.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû
òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ìåòîäû òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé c ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, òåîðèß ïðî-
ñòðàíñòâ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëü-
òàòû:
• ïðåäëîæåí ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ëèíåéíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ
çàäà÷ â îáëàñòßõ ñ èçìåíßþùåéñß â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíèì ãðà-
íèöåé áåç çàìåíû ïåðåìåííûõ;
• äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß è åäèíñòâåííîñòè äëß äàííîãî
òèïà çàäà÷;
• èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ðåøåíèé äàííîãî òèïà çàäà÷ ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèßõ âðåìåíè â ðåãóëßðíûõ îáëàñòßõ;
• óñòàíîâëåíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè è ïîâåäåíèè
ðåøåíèé ïàðû ñîïðßæåííûõ çàäà÷ â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèß.
Âñå ðåçóëüòàòû ßâëßþòñß íîâûìè.
Ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàê-
òåð. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíè-
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ßõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëß óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà â íåöè-
ëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòßõ.
Àïïðîáàöèß ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëà-
äûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè
"Ñïåêòðàëüíàß òåîðèß äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è ñìåæíûå âî-
ïðîñû" â ã. Ñòåðëèòàìàêå (1998 ã.), íà çèìíåé è âåñåííåé Âîðîíåæñêèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ (1999 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôå-
ðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß" â ã. ×åëß-
áèíñêå (1999 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Êîìïëåêñ-
íûé àíàëèç è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß" â ã. Óôà (2000 ã.), íà
×åòâåðòîì ñèáèðñêîì êîíãðåññå ïî ïðèêëàäíîé è èíäóñòðèàëüíîé ìà-
òåìàòèêå, ïîñâßùåííîì ïàìßòè Ì.À.Ëàâðåíòüåâà â ã. Íîâîñèáèðñêå
(2000 ã.), íà ãîðîäñêèõ ñåìèíàðàõ ïî óðàâíåíèßì ñîáîëåâñêîãî òèïà
(ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Ã.À. Ñâèðèäþêà) è ïî àñèìïòîòè÷åñêèì ìå-
òîäàì (ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. ÐÀÍ À.Ì. Èëüèíà) â ã. ×åëßáèíñêå.
Êðîìå òîãî, äàííîå èññëåäîâàíèå ïîääåðæàíî ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 97-01-
00444, Ìèíîáðàçîâàíèß 1998-2000 ã.ã. è ñòèïåíäèåé Çàêîíîäàòåëüíîãî
ñîáðàíèß ×åëßáèíñêîé îáëàñòè (2000).
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 14 ðà-
áîò. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâîäèòñß â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß,
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òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà ñîäåðæèò 112 ñòðàíèö, âêëþ-
÷àß áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê èç 93 íàèìåíîâàíèé.
Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñß ïîñòàíîâêà çà-
äà÷è, îáîñíîâàíèå åå àêòóàëüíîñòè, ñäåëàí êðàòêèé îáçîð îïóáëèêî-
âàííûõ ðàáîò, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê òåìå äèññåðòàöèè è ñðàâíåíèå
ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè. Çäåñü æå èçëà-
ãàåòñß êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñß âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèß è åäèí-
ñòâåííîñòè âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è:
div(k(x, t)∇ut(x, t))− c(x, t)ut(x, t) = b(x, t)u(x, t) + f(x, t)(1.2)






â ñóæàþùåéñß ïî âðåìåíè îáëàñòè QT . Ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå
íåöèëèíäðè÷åñêèå îáëàñòè ïîäðàçäåëßþòñß íà äâà âèäà: ñóæàþùèåñß
ïî âðåìåíè (∀t1, t2 : 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T,Ωt2 ⊆ Ωt1) è ðàñøèðßþùèåñß ïî
âðåìåíè (∀t1, t2 : 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T,Ωt2 ⊇ Ωt1).
b(x, t), c(x, t), k(x, t)  ïîëîæèòåëüíûå èçìåðèìûå â QT ôóíêöèè.
ϕ(x) ∈ L2(Ω0), f(x, t)∈L2(QT ).
Γ = {(x, t)|x ∈ ∂Q, t ∈ (0, T )}  áîêîâàß ïîâåðõíîñòü QT ,
n  âíåøíßß íîðìàëü ê Γ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.
Γ = {(x, ψ(x))| x∈Ω0, ψ(x) : Rn− > R}, ãäå ôóíêöèß ψ(x) åñòü
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òî÷íàß âåðõíßß ãðàíü ìíîæåñòâà òàêèõ t, ÷òî îòðåçîê ñ êîíöàìè â
òî÷êàõ (x, 0) è (x, t) ëåæèò â QT .
Îïðåäåëåíèå 1.4.1 Îáîáùåííûì ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è â QT
ñ÷èòàåòñß ôóíêöèß u(x, t)  ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà W 0,12 (QT ), äëß êî-
òîðîé ut(x, t) èç W
1,0













f(x, t)v(x, t)dxdt (1.5)
äëß ëþáîé ïðîáíîé ôóíêöèè v(x, t) èçW 1,02 (QT ) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
(1.3).
Òåîðåìà 1.5.1 Ïóñòü QT  ñóæàþùàßñß ïî âðåìåíè îáëàñòü â
ïðîñòðàíñòâå Rn+1 (mes Ω0 < ∞). Ôóíêöèè b(x, t), c(x, t), k(x, t) 
îãðàíè÷åíû, ïîëîæèòåëüíû, îòäåëåíû îò íóëß è íåâîçðàñòàþò ïî
âðåìåíè â QT . Ñóùåñòâóþò îáîáùåíûå ïðîèçâîäíûå bt(x, t), ct(x, t), kt(x, t).
Ôóíêöèè f(x, t) ∈ L2(QT ), ϕ(x) ∈ L2(Ω0). Òîãäà îáîáùåííîå ðåøåíèå
ðåøåíèå çàäà÷è (1.2)-(1.4) ñóùåñòâóåò.
Ïðè äàííûõ óñëîâèßõ áûëà äîêàçàíà òàêæå åäèíñòâåííîñòü ðåøå-
íèß äàííîé çàäà÷è.
Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäîâàíà âòîðàß êðàåâàß çàäà÷à
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äëß óðàâíåíèß:









= 0, t > 0. (2.3)
Â äàííîé ãëàâå â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèß ðåøåíèß ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è áåðåòñß íåöèëèíäðè÷åñêàß îáëàñòü, ñóæàþùàßñß ïî âðåìå-
íè. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâà-
þòñß:
W = W 1,02 (QT )  ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ßâëß-
þòñß ôóíêöèè u(x, t) èç L2(QT ) òàêèå, ÷òî ∇u(x, t) èç L2(QT ).
V = V (QT )  ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé,
óäîâëåòâîðßþùèõ ∇u(0, x) = 0, x ∈ Ω0.
H = H(QT )  ïîïîëíåíèå V â íîðìå, ïîðîæäåííîé ñêàëßðíûì ïðî-




Öåëüþ ãëàâû ßâëßåòñß äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèß è åäèíñòâåí-
íîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé ïîñòàâëåííîé è ñîïðßæåííîé ê íåé çàäà÷.





= 0, t > 0 (2.9)
∇v(x, ψ(x)) = 0, (2.10)
ãäå f ∈ H?. Ïðè ýòîì îáëàñòüþ îïðåäåëåíèß ðåøåíèß ñîïðßæåííîé
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çàäà÷è ßâëßåòñß îáëàñòü, ðàñøèðßþùàßñß ïî âðåìåíè.
Áèëèíåéíàß ôîðìà íà H ×W îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì:
B(u, v) =< k(x, t)∇ut,∇v > + < b(x, t)u, v > .
B(u, v) ïîðîæäàåò ïàðó âçàèìíî ñîïðßæåííûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòî-
ðîâ:
L : H → W ?, L? : W ? → H.
Îïðåäåëåíèå 2.3.2 Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1)-(2.3)
â QT áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ u(x, t), òàêóþ, ÷òî ïðè T > 0 ôóíêöèß
u˜(x, t) = u(x, t) − ϕ(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H(QT ) è óäîâëå-
òâîðßåò óðàâíåíèþ Lu˜ = f˜(x, t), ãäå f˜(x, t) = f(x, t) + b(x, t)ϕ(x).
Îïðåäåëåíèå 2.3.3 Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.8)-(2.10) â
QT áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ v(x, t), èç ïðîñòðàíñòâàW (QT ), êîòîðàß
óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ L?v = f(x, t) + b(x, t)ϕ(x).
Ñëåäóþùàß òåîðåìà, ïî ñóùåñòâó, ãàðàíòèðóåò îäíîçíà÷íóþ ðàçðå-
øèìîñòü çàäà÷ (2.1)-(2.3) è (2.8)-(2.10).
Òåîðåìà 2.4.1 Ïóñòü QT  ñóæàþùàßñß ïî âðåìåíè îáëàñòü,
ôóíêöèè b(x, t), k(x, t) îãðàíè÷åíû, ïîëîæèòåëüíû è îòäåëåíû îò íó-
ëß â QT , òîãäà îïåðàòîðû L : H → W ? è L? : W ? → H áèåêòèâíû.
Ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ãëàâû ßâëßåòñß òåîðåìà õàðàêòå-
ðèçóþùàß ïîâåäåíèå ðåøåíèß ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðè k(x, t) ≡ 1,
b(x, t) ≡ 1 â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü äîñòàòî÷íî ðåãóëßðíà.
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Îïðåäåëåíèå 2.6.2 Îáëàñòü QT íàçûâàåòñß äîñòàòî÷íî ðåãóëßð-
íîé, åñëè äëß êàæäîãî ñå÷åíèß Ωt ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå:
äëß âñåõ w(x, t) ∈ W 12 (Ωt), óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ
∫
Ωt
w(x, t)dx = 0,
ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∫
Ωt




Òåîðåìà 2.6.2 Ïóñòü äëß ñå÷åíèé Ωt îáëàñòè QT ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå, u(x, t)  ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)-(2.3) ñ êîýôôè-
öèåíòàìè k(x, t) ≡ 1, b(x, t) ≡ 1, mes Ωt < ∞. Òîãäà äëß ï.â. t > 0
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∫
Ωt











Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñß âòîðàß êðàåâàß çà-
äà÷à äëß óðàâíåíèß ñîáîëåâñêîãî òèïà:









= 0, t > 0, (3.3)
b(t)  íå ßâëßåòñß îãðàíè÷åííîé, îáëàñòü QT  ñóæàåòñß ïî âðåìåíè.
Ââåäåíû îïðåäåëåíèß îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâó-
þùåé áèëèíåéíîé ôîðìû. Àíàëîãè÷íî âòîðîé ãëàâå äîêàçàíà òåîðåìà
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ñóùåñòâîâàíèß è åäèíñòâåííîñòè ïîñòàâëåííîé è ñîïðßæåííîé ê íåé
çàäà÷. Ñëåäóùèì ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèè ßâëßåòñß òåîðåìà, ñîäåð-
æàùàß îöåíêè ïîâåäåíèß ðåøåíèß:
Òåîðåìà 3.6.1 Ïóñòü äëß ñå÷åíèé Ωt îáëàñòè QT ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå, ∇ϕ ∈ L2(Ω0), ϕ ∈ L2(Ω0), mes Ω0 < ∞ è äëß









òîãäà çàäà÷à (3.1)-(3.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è äëß ïî÷òè
âñåõ t > 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:∫
Ωt











Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñß îáëàñòü âðàùåíèßQ = {(x, t) :
|x| < R(t)}, ãäå R(t)ïîëîæèòåëüíàß óáûâàþùàß ôóíêöèß.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â [1][14].
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